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1 Programmation linéaire

Corrigé ex. 1 : Méthode du simplexe

Programme 1

Max (21 + 223)
T+ 3xy <21
—x1 + 322 < 18
T1 — 29 <5
zr1etxyg >0

On introduit des variables d’écart, ce qui conduit aux équations suivantes pour les
contraintes du probleme :

x1 + 3x9 + x3 =21
—r1+ 32 +x4 =18
xr1 — To + T5 =5

Le premier tableau du simplexe s’écrit :



X1 o T3 Ta Is

1 3 1 0 0 |21 | a3
-1 3 0 1 0 | 18 | z4
1 -1 0 O 1 Ts5
-1 -2 0 0 010

La variable entrante est x5 qui correspond a 1’élément le plus négatif de la derniere
ligne. La variable sortante se calcule en trouvant le plus petit rapport positif entre la
colonne de droite et la colonne de x> (colonne entrante) :

()2 s

Donc x4 est la variable sortante. La ligne de =4 sert de ligne pivot et on exécute une
transformation du pivot autour de la valeur 3 (a I'intersection de la ligne de x4 et de la

colonne de z5).

On obtient le tableau suivant :

T I2 I3 Ty Is

2 0 1 -1 0| 3 | zs
-1/3 1 0 13 0 T2
23 0 0 13 1 s
530 0 23 0

Maintenant c’est x1 qui entre et x3 qui sort car :
3 11 ) 3

Min(?% =

2

Un nouveau pivot autour du nombre 2 (a I’intersection de la ligne de x3 et de 1a colonne
de x1) conduit au tableau suivant :

0| 32 | =z
1/6  1/6 0 | 132 | 2
1 10 Ty
0 | 292

Maintenant c’est x4 qui entre et x5 qui sort car :

(13/2 10) 0 _ .

\ye2) T2

Un nouveau pivot autour du nombre 2/3 (a I’intersection de la ligne de x5 et de la
colonne de x4) conduit au tableau suivant :

T T9 I3 T4 Is
1 0O 1714 0 34 ]9 |z
0 1 174 0 -1/4] 4 | x
o o0 -12 1 372 5| x4
0O 0 34 0 1/4 7




Ce tableau correspond a I’optimum car il n’y a plus de termes négatifs dans la
derniere ligne. On obtient donc comme solution :

7 =9
ry =4
Ty =
z; =15
z: =0

La premiere et la troisieme contrainte sont saturées.
Programme 2

Min (27 — 3z3)

3r1 — 229 <7

—x1+425, <9

—2x1 4+ 322 <6

T etxs >0

On transforme le probléme en une maximisation en changeant le signe de la fonc-
tion objectif :
Max (—z1 + 3x2)

On introduit ensuite les variables d’écart comme ceci :
31’1 —21‘2+£L’3 =7
—x1+4x0+ 24 =9
—2x1+ 3190+ 25 =6
x1 ety Z 0

Le tableau de départ pour la méthode du simplexe est donc :

X1 To I3 Tq Iy

3 2 1 0 0 [7]as
-1 4 0 1 0 |9 x4
2 3 0 O 1 | 6|25
1 -3 0 0 010

La variable entrante est x5 qui correspond a 1’élément le plus négatif de la derniere
ligne. La variable sortante se calcule en trouvant le plus petit rapport positif entre la
colonne de droite et la colonne de x> (colonne entrante) :

. (96 6
Min <7, f)
4°3

3

Donc x5 est la variable sortante. La ligne de x5 sert de ligne pivot / on exécute une
transformation du pivot autour de la valeur 3 (a I'intersection de la ligne de x5 et de la
colonne de x5).

Cela conduit au tableau suivant :



T T2 T3 T4 Z5

5/3 0 1 0 2/3 | 11 | z3
5/3 0 0 1 -4/3 1 Ty

2131 0 0 173 | 2 | a2
-1 0 0 0 1 6

Cette fois la variable x; entre dans la base et la variable x4 sort car :

vin(AL 1) 28
5/375/3 5

Le pivot se fait autour de la valeur 5/3 (a I’intersection de la ligne de =4 et de la
colonne de x1). On obtient alors le tableau suivant :

X1 X9 T3 Ty Is
0 0 1 -1 2 [ 10 | a3
1 0 0 35 45|35 | =
0 1 0 2/5 -1/5)|12/5 | x2
0O 0 0 3/5 1/5 3355

Il n’y a plus de terme négatif dans la derniere ligne et on est donc a I’optimum. La
solution est :

x; =3/5
zy =12/5
x3 =10
z; =0
zg =0

La deuxieme et la troisieme contrainte sont saturées. Il ne faut pas oublier de re-
changer le signe de la fonction objectif : la valeur a I’optimum est -33/5 (alors que la
case inférieure droite du tableau indique 33/5 car ce tableau correspond a la maximisa-
tion de — f).

Corrigé ex. 2 : Raffinerie de pétrole

On désigne par 1 et x5 les quantités de brut 1 et 2 qu’il faut traiter. La fonction
objectif est la marge totale, qu’il faut maximiser :

Max (3z1 + 4a2)
Les contraintes de production s’expriment sous la forme suivante :

0,2571 + 0,350 < 825
0,30z, +0,30z2 < 750
0,45z, +0,35z0 < 1065

qui se simplifient sous la forme suivante :

51 + Tze < 16500
r1 + X9 < 2500
9z; + Tze < 21300



Si on note x3, x4, x5 les variables d’écart, les contraintes deviennent :

S5x1 + Txo +x3 = 16500
r1+ T+ 214 = 2500
9561 + 7582 + Irs = 21300

Les tableaux du simplexe sont successivement :

Tableau 1
Ty X2 T3 T4 Ts
5 7 1 0 0 16500 | z3
1 1 0 1 0 2500 | 24
9 7 0 0 1 | 21300 | z5
3 4 0 0 0 0
Zo entre et x3 sort.
Tableau 2
T i) X3 Ty Is
5/7 1 /7 0 0 | 16500/7 | x4
2/7 0o -1/7 1 0 1000/7 | x4
4 0 -1 0 1 4800 x5
-1/7 0 47 0 0 | 66000/7
1 entre et x4 sort.
Tableau 3
xr1 X2 xs T4 Ts5
0 1 172 -5/2 0 | 2000 | xo
1 o -12 72 0 500 | x;
0 0 1 -14 1 | 2800 | x5
0 0 1/2 172 0 | 9500

Il n’y a plus de terme négatif dans la derniere ligne et on est donc a I’optimum. La

solution est :

x7 =500
x5 = 2000
x5 =0

z; =0

xy = 2800

La valeur a I'optimum est f* = 9500. La premiére et le deuxiéme contrainte sont
saturées : les quotas imposés pour 1’essence et le gasoil sont atteints. La troisieme
présente un écart de 140 (le tableau indique 2800 mais cette contrainte avait été divisée
par 20 avant d’étre insérée dans le tableau) : cela signifie que le quota de 1065 imposé
sur le fuel n’est pas atteint et qu’on fabrique seulement 1065 — 140 = 925 milliers de

m3 de fuel.



Corrigé ex. 3 : Méthode des variables ajoutées

Les deux programmes d’optimisation de cet exercice présentent une difficulté sup-
plémentaire pour appliquer la méthode du simplexe : on ne peut pas démarrer le sim-
plexe a partir de 1’origine (c’est-a-dire a partir du point de coordonnées nulles) car ce
point ne vérifie pas les contraintes. L’origine ne fait pas partie du domaine réalisable.

11 faut donc trouver un point de départ dans le domaine réalisable, autrement dit
trouver un point a coordonnées positives qui vérifie les équations des contraintes. On
utilise pour cela la méthode des variables ajoutées. Elle consiste a introduire des va-
riables supplémentaires 1 4, Z2,q, ... dans les contraintes et a chercher a les annuler.
Comme ce sont des variables positives, il suffit d’annuler leur somme et on en fait un
probléme d’optimisation en fixant comme objectif de minimiser cette somme :

Min Z Zja
J
Il y a autant de variables ajoutées qu’il y a de contraintes.

Programme 1

Max (x1 — 22 + x3)

—3rx14+2r2+23 = 1

X1 —To— T3 +Tg = 3

xr1 + 41’2 + 21’3 — 2I4 =1
Ti1,x9,x3etxy > 0

On introduit 3 variables positives x1 4, 2,4, ¥3,, dans les contraintes et on cherche
a minimiser la fonction objectif x1 , + 2 4 + 23,4 On se ramene a un probleme de
maximisation en changeant le signe de cette fonction objectif. Le probleme s’écrit donc
sous la forme suivante
Max (—%1,4 — 2,0 — £3,0)

731’1 +2£L’2 +x3 +£L’1’a =1
T —Io —I3 +x4 +x2.4 = 3
Ty +4xo +2x3 —214 +x34 = 1

avec les contraintes
L1,T2,T3,%4,T1,a5L2,a;L3,a Z 0

La fonction objective initiale du probléme est pour le moment ignorée. Le probleme
avec les variables ajoutées peut se traiter au moyen de la méthode du simplexe ordi-
naire. La configuration de départ consiste a annuler les variables z1, x2, 23, x4 qui sont
ainsi des variables hors-base. Les variables de base sont donc au départ :

T1,a 1
L2,a =
T3.a = 1

Tres important : il faut veiller a ce que la fonction objectif (—x1,, — T2,4 — 3,q)
soit exprimée en fonction des variables hors-base. C’est une regle qui doit toujours étre
vérifiée :



A tous les stades de la méthode du simplexe, la fonction objectif et les variables
de base doivent étre exprimées en fonction des variables hors-base.

On doit donc, avant de commencer, extraire -1 q, 2,4, 3, €n fonctionde z1, 2, x3, T4
et les remplacer dans la fonction objectif. On a :

L1, = 14321 — 229 — 23
Taq = 3—x1+To+2x3 — T4
T30 = 1—x1— 4w — 223+ 214
D’ou
L1, — X2,a — L3,a = -5 — 1 + 5.’E2 + 21’3 — Ty

A partir de 13, la méthode du simplexe s’applique sans probleémes.

Tableau 1
1 T2 X3 T4 Tla Lla L3a
-3 2 1 0 1 0 0 1 | 21,4
1 -1 -1 1 0 1 0 3| 22,4
1 4 2 -2 0 0 1 1| 23,4
1 502 1 0 0 0 -5

T2 entre et x3 4 sort.
Tableau 2

T1 €2 Z3 X4 T, a L3.a

12 172 |z,

)

1

0

1 1/4 | 13/4 | 2,4
0

0

1/4 1/4 T2
5/4 | -15/4

1
0 1
54 0 -12 172 0
1 172 -172 0
0 172 -372 0

x4 entre et T 4 SOrt.

Tableau 3
Z1 Z2 X3 T4 T1,a T1,a Z3,a
120 0 1 1 0 -172 | 12 Ty
3 0o -12 0 -1/2 1 172 3 T2,
-3/2 1 172 0 172 0 0 1/2 x9
-3 0 1/2 0 3/2 0 172 -3
1 entre et xo 4 sort.
Tableau 4
1 T2 €3 Tg Tla LTla L3,a
0 0 -7/12 1 5012 716 1/12 | 4 | x4
1 0 -1/6 0 -1/6 1/3 1/6 1|z
0 1 1/4 0 1/4 12 1/4 | 2 | o
0 0 0 0 1 1 1 0

Dans le dernier tableau, les trois variables ajoutées sont sorties de la base. Elles
sont donc nulles, ce qui était I’objectif. Cela signifie que les variables qui sont main-
tenant dans la base constituent une solution a coordonnées positives pour le systeme



des contraintes. On a donc trouvé un point de départ pour résoudre le probleme de
I’exercice. C’est le point de coordonnées (ici x3 est nulle car elle est hors-base ) :

g =1
To = 2
r3 = 0
Ty 4

On peut donc maintenant traiter le probleéme posé a partir du point trouvé. On com-
mence par supprimer, dans le dernier tableau calculé, les colonnes des variables ajou-
tées :

1 X2 T3 L4

0 0 -712 1 |4 | x4
1 0 -1/6 0 |1 ]|z
0 1 1/4 0|2 a

Dans ce tableau, on voit que les variables x1, x5 et x4 sont dans la base et que
la variable x3 est hors-base. On peut I’interpréter comme le systeme de contraintes
suivant :

7. . —
7E£Lg+l4 = 4
lry = 1

Ty —g¥s =
x2+ix3 = 2

La derniere ligne doit contenir la fonction objectif initiale x1 — x2 + x3 mais celle-
ci doit étre exprimée, comme toujours, en fonction de la ou des variable(s) hors-base
uniquement. Le systeéme précédent permet facilement de tout exprimer en fonction de

x3. On trouve :
17

£ZE1*£L‘2+I173 = 71+EZ‘3
Le tableau du simplexe s’écrit donc
T1 T9 I3 Ty
0o 0 -712 1 | 4|2y
1 0 -1/6 0|1 |z
0 1 1/4 0| 2 |z
o o0 -17712 0 | -1
La variable x3 entre et zo sort. Par pivot, on obtient le tableau suivant :
X1 X9 I3 X4
0 73 0 1 | 26/3 | x4
1 23 0 0| 73 |«
0 4 1 0 8 T3
0 1773 0 0 | 31/3
On est maintenant a I’optimum et la solution du probléme est :
xi =7/3
x5 =0
Ty =8
x; =26/3

La valeur 2 I’optimum est f* = 31/3.



Programme 2

Max (x1 4 229 + 3z3)

1 +re < 5

201+ 220 —x3 = 6
12I1 + 81‘2 - 5583 = 32

ri,x0etrs > 0

Dans ce probleme, la premiere contrainte est une inégalité, donc il faut commencer par
introduire une variable d’écart x4. On introduit ensuite les variables ajoutées comme
dans I’exercice précédent. Le probleme s’écrit sous la forme

Max (=21, — T2,0 — £3,a)

avec le systeme de contraintes suivant :

1 +x2 +Ty4+T1 4 = 5
2x1  +2x9 —x3 +T2.q = 6
1227 +8x9 —bdx3 +x3, = 32

avec I'1, T2, T3, T4, T1,a, £2,a; L3,a = 0.

La configuration de départ consiste a annuler les variables =, z2, x3, x4 qui sont
ainsi des variables hors-base. Les variables de base sont donc au départ :

Tia = 5
2.0 = 6
3,0 = 32

Tres important : il faut veiller a ce que la fonction objectif (—x1,, — T2,4 — 3,4)
soit exprimée en fonction des variables hors-base. On doit donc, avant de commencer,
extraire x 4, 2 4,23, €0 fonction de x1, x2, 23, T4 et les remplacer dans la fonction
objectif. On a :

Tl = D—T1—T2— T4
Toq = 6 —2x1 — 2x9 + x3
T34 = 32 —12x1 — 8x9 + bz

D’ou
—T1,q — T2,q — T3, = —43 + 1521 + 11xg — 623 4 24

)

A partir de 13, la méthode du simplexe s’applique sans problemes :

Tableau 1
Z1 €2 z3 T4 T1,a T1,a Z3,a
T 1 0 1 1 0 0 [ 5 | &1
2 2 -1 0 0 1 0 6 | 124
12 8 S50 0 0 1 32 | 73,4
-15 -11 6 -1 0 0 0 -43

x1 entre et T3 q SOIt.

Tableau 2



Ty X2 Z3 L4 Tia Tla L3

0 1/3 5/12 1 1 0 112 | 73 | 2,
0 23 -1/6 0 0 1 -1/6 | 213 | z2,
1 23 -512 0 0 0 1/12 | 8/3 | =3
0 -1 -1/4 -1 0 0 5/4 -3

T entre et Tg o SOrt.

Tableau 3
Tl T2 €3 T4 Tia Tia T3.a
0 0 12 1 1 -1/2 0 2 | T1,4
0 1 -1/4 0 0 32 -1/4 | 1 To
1 0O -1/4 0 0 -1 1/4 2 T
0 o -12 -1 0 3/2 1 -2
x4 entre et xy 4 Sort.
Tableau 4
Z1 2 x3 T4 T1,a T1,a T3.a
0 0 172 1 1 -1/2 0 2| x4
0 1 -14 0 0 32 -1/4 | 1| o
1 0O -1/4 0 0 -1 /4 | 2 | 1
0 0 0 0 1 1 1 0

Dans le dernier tableau, les trois variables ajoutées sont sorties de la base. Elles
sont donc nulles, ce qui était I’objectif. Cela signifie que les variables qui sont main-
tenant dans la base constituent une solution a coordonnées positives pour le systeme
des contraintes. On a donc trouvé un point de départ pour résoudre le probleme de
I’exercice. C’est le point de coordonnées (ici x3 est nulle car elle est hors-base ) :

T

To =2
r3 = 0
Ty =2

On peut donc maintenant traiter le probléme posé a partir du point trouvé. On com-
mence par supprimer, dans le dernier tableau calculé, les colonnes des variables ajou-

tées :

0O o0 12 1 Ty
0 I -17/4 0 | 1]z
1 0 -174 O T

Dans ce tableau, on voit que les variables z1, x2 et x4 sont dans la base et que
la variable x3 est hors-base. On peut I'interpréter comme le systéme de contraintes

suivant : )

— - 9
21‘34-1‘4
1
1‘2—1333 = 1
1
Ille’g = 2

10



La derniere ligne doit contenir la fonction objectif initiale x1 + 2z2 + 3z3 mais
celle-ci doit étre exprimée, comme toujours, en fonction de la ou des variable(s) hors-
base uniquement. Le systeme précédent permet facilement de tout exprimer en fonction
de z3 qui est ici I'unique variable hors-base. On trouve :

15
T+ 229 +3x3 =4+ Z%

Le tableau du simplexe s’écrit donc

X1 X9 I3 Tq

0 0 172 1|2 2y
0 1 14 0 |1 | o
1 0 -1/4 0 |2z
0O 0 -154 0 |4

La variable x3 entre et x4 sort. Par pivot, on obtient le tableau suivant :

X1 i) I3 Tq

0 0 1 2 | 4|3
0 1 0 172 | 2 | 2
1 0 O 172 | 3 | =y
0 o0 0 152119

On est maintenant a I’optimum et la solution du probleme est :

7 =3
x5 =2
x5 =

x) 0

La valeur a I’optimum est f* = 19.

Corrigé ex. 4 : Indices d’octane

On désigne par x1 4 et x24 (resp. x1p et x2p) le nombre de barils de P; et de P
utilisés pour fabriquer les essences A (resp. B).

Indice d’octane des essences A et B :
_ T1x14 + 99294

Za
T14 + 224

. Tlx1p + 9922
T1B + 2B
Les contraintes s’écrivent : Z4 > 96 et Zp > 85, ce qui conduit, apres regroupe-
ment des termes, aux inégalités suivantes :

Ip

25014 — 3224 <0
<0

1B — T2B

11



Les containtes de disponibilité des ressources P, et P, s’écrivent comme ceci :

1A + T1B §3900
T24A — T2B §5000

La fonction objectif est :

f

=+

Notons z, b, =5, x; les variables d’écart. Le tableau de départ de la méthode du

simplexe s’écrit :

3, 75($C1A + «TQA) + 2, 75(5513 + J,‘QB)
1,25(3900 — x14 — 3;‘13) + 2, 25(5000 — XoA — To2p)
2,514+ 1,5294 + 1,521 + 0,529 + 16125

Tableau 1
TiA  T2A Tip  Tap Xy xh  xh
25 -3 0 0 1 0 0 0 0 ]
0 0 1 -1 0 1 0 0 0 T4
1 0 1 0 0 0 1 0 3900 | x5
0 1 0 1 0 0 0 1 5000 | z}
25 -1,5 -15 -0,5 O 0 0 0 | 16125
x14 entre et x) sort.
Tableau 2
T1A T24 T1B ToB x4 xh xh x)
1 -3/25 0 0 1/25 0 0 0 0 T1A
0 0 1 -1 0 1 0 0 0 m/2
0 3/25 1 0 -125 0 1 0 3900 xg
0 1 0 1 0 0 0 1 5000 x)
0 -1,8  -1,5 -0,5 0,1 0 0 0 | 16125
Zo4 entre et x)y sort.
Tableau 3
1A 24 T1B  Z2B T Ty ah Ty
1 0 0 3/25 1725 0 0 3/25 600 T1A
0 0 1 -1 0 1 0 0 0 xh
0 0 1 -3/25  -1/25 0 1 -3/25 | 3300 xh
0 1 0 1 0 0 0 1 5000 | zo4a
0 0 -1,5 1,3 0,1 0 0 1,8 25125
x1p entre et % sort.
Tableau 4
TiA T4 TIB  T2B U S
1 0 0 3/25 1/25 0 0 3/25 600 T1A
0 0 1 -1 0 1 0 0 0 T1B
0 0 0 2225 -1/25 -1 1 -3/25 | 3300 :cg
0 1 0 1 0 0 0 1 5000 | zo4
0 0 0 -0,2 0,1 1,5 O 1,8 25125

12



Xop entre et % sort.

Tableau 5

T1A T24 T1B X2B ' Ty T3 Ty
1 0 0 0 1/22 3/22 -3/22 3/22 150
0 0 1 0 -1/22 -3/22  25/22 -3/22 3750
0 0 0 1 -1/22 -25/22  25/22 -3/22 3750
0 1 0 0 1722 25/22 -25/22  25/22 1250
0 0 0 0 1/11 14/11  2,5/11 19,5/11 | 25875

On est maintenant a I’optimum. La solution est

Tig
T34
Tip
Thp

f*

On fabrique donc 1400 (= 150+ 1250) barils d’essence A et 7500 (= 3750+ 3750)

barils d’essence B.

Les quatre variables d’écart sont nulles, ce qui signifie que les quatre contraintes
sont saturées : il n’y a aucun reliquat de produits P; et P et les indices d’octane

=150

= 1250
= 3750
= 3750

= 258

obtenus sont respectivement de 96 et 85.

(0]

T1A
T1B
I2B
T24

Corrigé ex. 5 : Fabrique de piéces détachées

On désigne par 1 et x5 le nombre de lots de 100 pieces de type A et B respective-

ment.
Les contraintes de disponibilité des trois ateliers conduisent aux inéquations sui-
vantes :
2x1 + xo < 200
x1 + 4,520 < 540
41 + 3x9 < 480

Si on note x3, x4, x5 les variables d’écart, les contraintes deviennent :

2x1 4+ x2

+ 3

1+ 4,512 + 24
41‘1 + 3172 + x5

La marge sur cofit variable unitaire réalisée pour les lots de type A, compte-tenu du
nombre d’unités d’oeuvre requis et de leur cofit de fabrication, est :

c1 =138 — [(10 x 2) + (12 x 1) + (14 x 4)] = 50

Pour les lots de type B, on obtient de méme :

= 200
= 540
=480

¢y =136 — [(10 x 1) + (12 x 4,5) + (14 x 3)] = 30

13



La marge totale est c;x1 + cax2. On cherche donc a maximiser la marge :
Max (5021 + 3023)

Le premier tableau du simplexe est donc :

I X2 I3 Ty Is
2 1 1 0 0 |200 | z3
1 45 O 1 0 | 540 | =4
4 3 0 o0 1 | 480 | z5
50 30 0 0 0 0

La variable x; entre dans la base. On forme les rapport positifs entre la colonne de
droite et la colonne entrante et on cherche le plus petit :

Min

(

2

b 1 )

200 540 480

4

)

200
= — =100

2

C’est donc la variable x3 qui sort et on fait une transformation du pivot autour du
nombre 2 (a Iintersection de la ligne de x5 et de la colonne de x1).

On obtient le tableau suivant :

Ty T2 €3 T4 Ty
1 12 12 0 0 100 | x;
0 4  -172 1 0 | 440 | 24
0 1 -2 0 1 80 | x5
0o -5 25 0 0 | 5000
La variable x5 entre maintenant dans la base. Puis :
100 440 80
Mi (777) — 80
M1 1

donc la variable x5 sort et on fait une transformation du pivot autour du nombre 1 (2
I’intersection de la ligne de x5 et de la colonne de x3).
on obtient, apres pivot, le tableau suivant :

0 0 152 1 -4 120 | 24
o1 2 0 1 80 | o
0 0 15 0 5 |5400
C’est I’optimum. La solution est donc :

x7 =60

x5 =80

3 =0

x; =120

x5 =0

f* =5400

La premiere et la troisieme contrainte sont saturées, autrement dit les atelier 7" et M
sont utilisés a plein, tandis que dans I’atelier F' il reste 120 unités d’oeuvre inutilisées.

14



Corrigé ex. 6 : Plan de production de moteurs

Temps opératoire | Temps opératoire Temps Colit
unitaire unitaire disponible | variable de
pour le modele A | pour le modele B | (en heures) I’heure
Emboutissage 50 mn 40 mn 2500 h 150 €
Soudure 30 mn 20 mn 1000 h 60 €
Peinture 20 mn 10 mn 800 h 20€

Les prix de vente sont fixés a 215 € pour le modele A et 150 € pour le modele B.

On désigne par z7 et x5 les quantités de moteurs des deux types A et B qui vont
étre produites.

Calculons les marges bénéficiaires résultant de ces fabrications. Pour le modele
A, le prix de vente unitaire est de 215 et on doit retirer les colits de fabrication qui
dépendent du temps passé dans les trois ateliers (attention les temps sont en minutes et
les cofits sont exprimés a I’heure). On trouve donc :

c1 = 215 — (50 x 150 4+ 30 x 60 + 20 x 30)/60 = 50
De méme pour les moteurs de type B on obtient :
¢ = 150 — (40 x 150 4 20 x 60 + 10 x 30)/60 = 25
L’ objectif est de maximiser la marge totale :
Max(50 x1 + 25 x2)

Il y a des contraintes de disponibilité qui s’expriment de la maniere suivante (en
mettant tous les temps en minutes) :

90z + 4022 < 2500 x 60
3021 + 20z < 1000 x 60
20z + 1022 < 800 x 60

Il y a d’autre part une contrainte de marché qui impose un quota maximal sur le
nombres de moteurs de type A :
x1 < 1800

On introduit des variables d’écart z3, x4, T5, ¢ dans les quatre contraintes :

507 +40xy a3 = 2500 x 60

30x1 +20x9 +x4 = 1000 x 60

207 410z, +as5 = 800 x 60
T +xg = 1800

Le tableau de démarrage du simplexe s’écrit comme ceci :

Tableau 1
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I T2 T3 T4 Is Te

60 40 1 0 O O | 150000 | =3

30 20 O 1 0 0 | 60000 | x4

20 10 0 0 1 0 | 48000 | zs
1 0 o o0 o0 1 1800 | wg

50 25 0 0 0 O 0

La variable z; entre dans la base et la variable xg en sort car :

Min(150000, 60000’ 48000’ 1800) — 1800
60 30 20 1

Tableau 2
T T T3 Ty Is T
0 40 1 0 0 -60 | 42000 | xz3
0 20 0 1 0 30 | 6000 | x4
0 10 O 0 1 -20 | 12000 | x5
1 0 0 0 0 1 1800 | x4
0o -25 0 0 0 50 | 90000

Maintenant la variable x5 entre dans la base et la variable x4 en sort car :

in(42000 6000 12000) _ 6000 300
40 207 10 /20
Tableau 3
1 ) T3 T4 Ts5 Te
0 0 1 -2 0 0 30000 | x3
0 1 0O 005 0 -1,5 300 To
0 0 0 -05 1 -5 9000 | z5
1 0 0 0 0 1 1800 | x1
0 0 0 125 0 12,5 97500

On a atteint I’optimum. La solution est :

xi =1800
x5 =300
xi = 30000
xf  =9000
zg =0

f* =97500

La deuxieéme et la quatrieme contrainte sont saturées : les valeurs 1,25 et 12,5 dans
la derniere ligne du tableau sont les prix duaux 74 et mg associés. On fabrique le maxi-
mum envisagé de moteurs de type A et Iatelier de soudure fonctionne a plein. Le
premier atelier (emboutissage) est sous-utilisé : il reste 500 (=30000/60) heures dispo-
nibles. De mé&me, dans le troisieme atelier, il reste 9000/60=150 heures disponibles.

16



Corrigé ex. 7 : Excavation et matériaux de carriere

On désigne par x1 et xo les quantités qui seront extraites des deux carrieres. La
redevance 2 acquitter est de 19, 40 x 103z, + 20 x 103z; et on cherche 2 la minimiser.
Pour simplifier les calculs, on divise les coefficients par 103, d’ou le probleme :

Min (19, 4021 + 2025)

Les rendements liés au concassage des matériaux conduisent aux inéquations sui-
vantes qui expriment que les quantités obtenues doivent pouvoir couvrir les besoins
imposés par le contrat :

0,36 x 10321 + 0,45 x 103z, > 13500
0,40 x 10321 + 0,20 x 103z, > 11200
0,16 x 103z1 + 0,10 x 103z, > 5000

Ces inéquations peuvent étre réécrites de la maniere suivante :

4xq + dry > 150
2£C1 + X2 Z 56
8£C1 + 5$2 Z 250
Elles montrent en particulier qu’on ne peut pas démarrer le simplexe a partir de

I’origine (0,0). En renversant le sens des inégalités et en introduisant les variables
d’écart, on obtient :

—4x1 —bxy 3 = —150
—2x1 —T2 +x4 = —56
—81‘1 —5],‘2 +xrs = —250

Il existe des méthodes pour trouver un point de démarrage pour le simplexe : cela
revient, une fois qu’on a introduit les variables d’écart, a résoudre un systeme d’équa-
tions linéaires en coordonnées positives. Une des méthodes possibles est la méthode
des valeurs ajoutées (mais on ne I’ utilisera pas ici).

Dans le cas particulier de cet exercice, on peut se contenter plus simplement de
déterminer un point valide sur ’'un des axes. Par exemple, si on regarde les intersec-
tions des contraintes avec 1’axe vertical (x1 = 0), on trouve les valeurs 30, 50, 56.
Comme le domaine se trouve au-dessus de ces points, on choisit le point de coordon-
nées (0, 56) comme point de départ. On peut vérifier qu’il satisfait effectivement les
trois contraintes : il est sur la droite de la deuxieme contrainte, donc x4 = 0.

On part donc de la situation suivante :

1‘1:0 CC4:O
1‘2:56 .1332130 1‘5:30

Les variables x; et x4 sont des variables hors-base. On doit donc exprimer les autres
variables en fonction de celles-ci. On obtient :

X9 = 56 — 21’1 + x4
r3 = 130 — 6!111 + 5(E4
rs = 30—2x1 + bxy
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et donc
56

2371 “+xo —XT4 =
61’1 +SC3 75$4 = 130
211 —5x4 4x5 = 30

De méme la fonction objectif s’écrit, en fonction de x1 et x4, comme ceci :
f = 1120 — 20, 6x1 + 2024

On change son signe pour transformer le probleme de minimisation en une maximisa-

tion :
Max (20, 621 — 20z4 — 1120)

Le premier tableau du simplexe sera finalement :

Z1 T2 XT3 T4 T

ot

2 1 o -1 0 56 To
6 0 1 5 0 130 | 23
2 o 0 -5 1 30 s
206 0 0 20 O |-1120
La variable x; entre et la variable x5 sort car :
i (79,180 30y 30 _
276 2 2

Le pivot conduit au tableau suivant :

T To I3 XTq Is

0 1 0 4 -1 26 | zo
0 O 1 10 -3 40 | z3
1 0o 0 -52 1/2 15 | =
o o o0 -315 103 | -811

On fait maintenant entrer la variable x4 et sortir la variable x5 car :
Min(%, @) —4
4710

Le pivot se fait autour de la valeur 10 (a I’intersection de la ligne de x3 et de la colonne
de x4). On aboutit au tableau suivant :
T To T3 T4 Is

0 1 -2/5 0 1/5 10 | a9

0O o0 110 1 -3/10 4 Ty
1 0 174 0 -1/4 25 | a1
0O O 315 0 085 |-685

Ce tableau correspond a I’optimum. La solution est donc :

7 =25
x5 =10
zz =0
x; =4
x5 =0

En rétablissant le signe de f et le facteur 102, on obtient :
f* = 685000
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isoquante

FIGURE 1 — Résolution graphique

2 Dualité

Corrigé ex. 8 : Main d’oeuvre et équipements

MaX{3/2x1 + xz}

21 +x9 <2
T2 S 1
x1 €t To > 0
8-1)
En introduisant des variables d’écart, les contraintes s’écrivent :
2I1+ xro +LE3 = 2
To +ry, =1

La résolution graphique est représentée sur la figure 1. La solution est au point S
qui a pour coordonnées (1/2,1).

Les deux contraintes sont saturées donc, a I’optimum, les variables z; et zo sont
dans la base et les variables d’écart z3 et x4 sont hors-base. D’out I = {1,2} et le
complémentaire I = {3,4}.

Matriciellement, on peut écrire le programme sous la forme :

Max c.x
Bxr=b
x>0

avec
c=(3/2 1 0 0)



Dans cette notation, le vecteur des prix duaux s’écrit

=) =c'(B") ! (1)

et par conséquent

w(I)=(3/2 1) <§ 1)_1;(3/2 1) ((1) _21)(3/4 1/4)

Les prix duaux sont donc 71 = 3/4 et mp = 1/4.

8-2)

Dans la situation précédente, on a by = 2 et by = 1. La question consiste a se
demander dans quelle mesure on peut modifier b; et by (c’est-a-dire faire bouger les
droites des deux contraintes) sans changer de base a I’optimum, autrement dit sans
changer la forme du domaine réalisable.

D’apres le graphique, si b; est fixe, on voit qu’on peut faire augmenter by jusqu’a
2 (qui est en fait la valeur de b1). Au contraire, si by est fixe, on voit qu’on peut faire
augmenter b; indéfiniment mais que si on le fait diminuer on ne peut aller que jusqua
la valeur 1 (qui est en fait la valeur de b2). On en conclue que la base reste inchangée
tant que 1’on maintient I’'inégalité b < b;.

8-3)

La marge optimale est exprimée par la formule

5= miby + mabo
les variations de f s’écrivent donc
Af = 7T1Ab1 -+ 7T2Ab2

Par conséquent, si b; est constant, Af = woAbs et, si by est constant, Af =
1 Abl .

8-4)

Le prix d’usage p- est le coiit unitaire d’utilisation de 1’équipement. Donc si b, varie
d’une unité, on doit payer p, tandis que la marge augmente de 7. Ce n’est rentable
que si pa < a, ce qui est bien le cas puisque po vaut 0.2 et que o vaut 1/4=0.25.

En revanche si p, vaut 0.4, une augmentation des capacités d’équipement ne sera
pas rentable puisque 0.4 > 0.25 (cela colterait plus que ¢a ne rapporte).

8-5)

On augmente maintenant simultanément les deux contraintes mais en maintenant
le rapport Ab; = 2 Abs.

Le prix d’usage est P = p1 Aby + pa Aby = (2p1 + p2) Abs.

D’autre part Af = 7'('1Ab1 + 71'2Ab2 = (27T1 + ’/TQ)AbQ.

Une telle évolution n’est profitable que si P < A f. La condition est donc

2p1 +pa < 2wy + Mo

Cette condition est valable quelle que soit 1’échelle des extensions, car tant que le
rapport entre by et by reste inchangé, on maintient la relation b, < by trouvée a la
question 2 qui est la condition pour que les prix duaux trouvés restent valides.
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Corrigé ex. 9 : Trois techniques de production

9-1)
En appelant z1, z2 et x3 les quantités de bien fabriquées selon I’une des trois tech-
niques, le programme d’optimisation s’écrit de la maniere suivante :

Max {3z1 + 422 + 53}
0,521+ 1,529 + 225 < 12
2x7 4+ 1,529+ 0,523 <15
x1, T2, v3 > 0

9-2)

On introduit des variables d’écart x4 et x5 :
0,57 +1,5z9 +2x3 +x4 =12
2:171 +1,5I’2 +0,5I’3 +ZC5 =15

Le premier tableau du simplexe s’écrit

T T2 I3 T4 x

wt

05 15 2 1 0 | 12 | x4
2 1,5 05 O 1 | 15| z5
3 4 50 0] 0
On fait entrer x3 dans la base.
Min(g, 15 ) —6
20,5
Donc z4 est la variable sortante.
Apres pivot, on obtient le tableau suivant :
Z1 1) T3 X4 x5
0,25 0,75 1 0,5 0 6 | 23
1,875 1,125 0 -025 1 | 12 | x5
-1,75 025 0 2,5 0 | 30
On fait maintenant entrer x; dans la base.
Min( 6 12 ): 2 64
0,25" 1,875 1,875
Donc z5 est la variable sortante.
Le tableau suivant est :
€1 To I3 X4 £s5
0 06 1 0,533 -0,133 | 44 | z3
1 06 0 -0,133 0,533 | 64 | 21
\ 0 08 0 2267 0933 \ 41,2 \
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C’est I’optimum :
xi =6,4=096/15

x5 =0
ry =4,4=66/15
z; =0
zg =0

et la valeur a I’optimum est f* = 41, 2.
9-3)
Pour écrire qu’il faut satisfaire une demande de 10 unités au moins, on doit rajouter
la contrainte
1+ T2 + x3 Z 10

Or, avec la solution optimale, on a 21 + 22 + 3 = 10, 8, autrement dit cette contrainte
est satisfaite dans les conditions précédentes. Elle n’ajoute donc rien et ne modifie pas
la solution : c’est une contrainte non saturée.

9-4)

On considere le sommet de coordonnées (96/15,0,66/15,0,0). On sait déja qu’il
est optimal puisque c’est la solution trouvée par le simplexe. On va cependant le vérifier
au moyen des conditions d’optimalité.

La base a I’optimum est I = {1, 3} et le complémentaire est [ = {2,4,5}. Le cri-
tere d’optimalité s’écrit matriciellement (en reprenant la méme notation qu’a 1’exercice
précédent) :

el —el (BHY"1.BT <0 )

On a ici
c=3 4 5 0 0)

p_ (05 15 2 10
“l2 15 05 0 1

Par conséquent

I _ f_ I _ 0,5 2 f_ 1,5 1 O
dewn dewoo wo (0 R) (1)

On calcule I’expression (2) :

40 03 5)(0’25 0?5) Gg : (1))(4/5 _34/15 —14/15)

C’est bien un vecteur strictement négatif.

Corrigé ex. 10 : Production en heures-machines

10-1)  Calcul des marges sur cofit variable unitaires pour les deux produits P; et
Ps.

On évalue les données en fonction des résultats du dernier exercice mensuel. La
fabrication du produit P; a requis 650 heures-machines dans 1’atelier d’usinage alors
que celle du produit P en a requis 350. Le produit P, utilise 650/(650+350)=65% du
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temps de I’atelier d’usinage. Les cofits variables dans cet atelier ont été de 80000, donc
le cofit correspondant au produit P; est de 80000 x 0.65. Comme il a été fabriqué 5000
pieces de P, on a finalement un cofit unitaire de

80000
5000

De la méme maniére, on calcule le cofit unitaire pour le produit P, dans I’atelier d’usi-
nage comme ceci :

x 0.65 = 10.4.

80000

000 x 0.35 = 4.

On calcule de méme les colits unitaires dans 1’atelier de finition. La fabrication du
produit P; a requis 150 heures-machines dans 1’atelier de finition alors que celle du
produit P en a requis 350. Le produit P; utilise 150/(150+350)=30% du temps de
I’atelier de finition. Les cofits variables dans cet atelier ont été de 50000, donc le cofit
correspondant au produit P; est de 50000 x 0.30. Comme il a été fabriqué 5000 pieces
de Pj, on a finalement un cofit unitaire de

50000

5000 x 0.30 = 3.

De la méme maniére, on calcule le cofit unitaire pour le produit P, dans I’atelier de

finition comme ceci :
50000

7000

Compte-tenu des autres colts imputés directement aux produits, la marge sur cofit
variable du produit P; est finalement :

x 0.70 = 5.

my =50—12—-104 —3=24.6
Celle du produit P, est :
me=30—-58—-4-5=152

0-1) On désigne par x; et x2 les quantités respectives de produits P et P, fabri-
qués. La marge sur cofits variables totale sera de :

f=24.6z1 + 15.225

Le nombre d’heures-machines, au cours du dernier exercice mensuel, a été de 650
pour 5000 pieces de P; produites dans 1’atelier d’usinage. Chaque unité de P; a donc

nécessité 2000 heures-machines dans I’atelier d’usinage. Dans I’atelier de finition, le

150
nombre d’heures-machines par piece P; a été de 2000° On calcule de méme, le nombre

d’heures-machines pour P».

Les capacités de production mesurées en heures-machine sont de 1100 pour la divi-
sion usinage et de 550 pour la division finition. Cela conduit aux contraintes suivantes
pour chacun des deux ateliers respectivement :

650 350

20 <11
5000°" T 700072 < 11O
150 350

2, <
5000°" T 700072 = %0
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Le programme d’optimisation est finalement :

Max (24.6 1 + 15.2 x2)
0.1321 + 0.052z2 <1100
0.0321 + 0.05z2 < 550

Pour déterminer graphiquement la solution de ce programme, il faut placer les
droites des deux contraintes et représenter les isoquantes de la fonction-objectif.

Les pentes des deux contraintes sont respectivement de -0.13/0.05=-2.6 pour la
premiere et -0.03/0.05=-0.6 pour la seconde. D’autre part, la pente des isoquantes est
—24.6/15.2 ~ —1.618. Comme elle est comprise entre les pentes des deux contraintes,
la solution se trouve a I’intersection de ces deux contraintes. C’est donc le point solu-
tion du systéme suivant :

0.13z; + 0.05 x5 = 1100
0.03z1 4+ 0.05 22 = 550

On trouve
x7 = 5500
x5 = 7700

La valeur de la fonction objectif en ce point optimal est f = 252340.

10-2) Les conditions d’optimalité s’écrivent :

71(0.13 21 + 0.05 25 — 1100) = 0
72(0.0321 + 0.05 25 — 550) = 0
21(24.6 — 0.13m, — 0.037)
22(15.2 — 0.057m1 — 0.0572)

Comme on sait que x; et x2 sont non nuls, on en déduit le systtme d’équations
linéaires :
24.6 —0.13m; — 0.03m2 =0
15.2 — 0.05m — 0.05m =0

On le résout et on trouve :
m = 154.8
mo = 149.2
10-3) Laformule exprimant la marge totale en fonction des prix duaux est w157 +
7obs. On trouve ici :

m1b1 + maba = 154.8 x 1100 + 149.2 x 550 = 252340.

On retrouve bien la valeur a I’optimum obtenue a la question précédente. Tant qu’on
ne change pas de base pour la solution, les prix duaux restent constants et la répartition
de la marge entre les deux divisions principales se fait au prorata des heures-machines
disponibles dans les deux ateliers.

10-4) Les prix d’usage par heure-machine r; et ro des deux divisions sont les
frais fixes supportés, rapportés a I’heure-machine.

On fait porter le cofit de la division d’administration a part égale sur les deux ate-
liers. L’atelier d’usinage supporte ainsi des frais fixes de 60000 + 25000 = 85000
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pour un nombre d’heures-machines de fonctionnement de 650 + 350 = 1000. Le prix
d’usage sera donc de r; = 85.

Pour I’atelier de finition, on trouve de méme 40000 + 25000 = 65000 pour un
nombre d’heures-machines de fonctionnement de 150 4+ 350 = 500. Le prix d’usage
sera donc de ro = 65000/500 = 130.

0-2) En comparant les prix d’usage avec les prix duaux, on se rend compte qu’une
augmentation de capacité dans I’atelier d’usinage ou dans I’atelier de finition sera pro-
fitable car vy < w1 et ry < mo.
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