Université A. MIRA de Béjaia

DO [ icence  Fas des scionces Exactes

Département de Recherche Opérationnelle

Année Universitaire 2015-2016

Corrigé de ’Examen de Rattrapage de Programmation Linéaire

Exercice 1 (12 points ) Considérons le probléme linéaire suivant :

max Z =3z, + xo — 273
131+2.I2 Z 10
3.’517%24’%3 =7 (1)
x1+3x3 §8
l‘3§2
T, T3 ZO

1. Ecrire le probleme (1) sous forme standard

2. Résoudre le probleme (1)

3. Ecrire le probléme Dual noté (D) du probleme (1).
4

. Déduire la solution Optimale du probleme (D) si elle existe.

Corrigé de I’exercice 1

1. Comme la variable z1 € R, alors on fait le changement de variable suivant :
Ty =2z1—2%2, 2120, 2220.
Le probleme (1) s’écrit alors sous la forme

max JZ =3z — 3z +x2 — 223
21— 29+ 2x9 > 10

321 — 329 — X9+ a3 =7 (2)
21722+3I3S8
1'3§2

21, 22, T2, L3 = 0
Le probleme standard associé au probleme (2) est

max Z = 3z1 — 320+ x9 — 213
21— 22+ 219 — x4 = 10

321 — 320 —To+ax3=17 (3)
21— 20 +3x3+ x5 =8
T3+ x6 =2

215 %22,L2,X3,T4,T5, L6 Z 0

2. On peut résoudre le probléme (1) par la méthode des deux phases. La forme auxiliaire associée au
probleéme (3) est :

max J = —x7— I8
21— 20+ 2x9 — x4 + 27 =10
321 — 329 —To+ 3+ =7 (4)
21—22+3$3+I5=8
ZL'3+1'6:2

21,722,212, L3,L4,T5,T6 > 0



Phase 1

Itération 1

c 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1
X Z1 zZ2 ) I3 Ty Is Te i s
cfg Base | b ai | ax | a3 | as | as | ag | a7 | ag | a9 | O
-1 | ag 10 | 1 -1 2 0 -1 10 0 1 0 10
-1 | ag 7 3 [-3 -1 11 0 0 0 0 1 7/3 | —
0 ag 8 1 -1 10 3 0 1 0 0 0 8
0 arz 2 0 0 0 1 0 0 1 0 0 /
z=-17 E |44 |-1]-1]1 0 0 0 0
7
Itération 2
C 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1
X Z1 V) T2 I3 T4 Ts5 Tg Ty xTs
cfg Base | b ay | as | ag aq as | ag | a7 | ag | ag 0
-1 | ag 23/3 |0 0 7/3 | -1/3 -1 |0 0 1 -1/3 | 23/7 | —
0 aq 7/3 1 -1 [-1/311/3 |0 0 0 0 1/3 |/
0 ag 17/3 10 0 1/3 | 8/3 |0 1 0 0 -1/3 | 17
0 ar 2 0 0 0 1 0 0 1 0 0 /
z=-23/3 | E 0 0 -7/311/3 |1 0 0 0 7/3
7
Itération 3
c 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1
X Z1 Z92 xTo I3 T4 Is Te i T
cfé Base | b ai | as | a3z | a4 as ag | a7 | ag ag
0 as 23/3 1 0 0 1 -1/7 | -3/7 (0 0 3/7 | -1/7
0 ay 24/7 | 1 -1]0 2/7 -1/7 10 0 1/7 | 2/7
0 ag 32/7 10 0 0 19/7 | 1/7 | 1 0 -1/7 | -2/7
0 arz 2 0 0 0 1 0 0 1 0 0
z=0 E 0 0 0 0 0 0 0 1 1
Le critere d’optimalité est vérifié, la solution courante z = (%,O, %,0,0, %,2) est une solution

optimale pour le probleme (4), avec Z = 0. On utilise alors cette solution dans la phase II.

Phase 11

Itération 1

¢ 3 3|1 -2 0 0 0

X z1 z9 To X3 Ty Is Tg
ck [ Base [ b a1 | a2 | as | a4 as ag | ar | 0
T [a [23/3[0 [0 [T [-1/7 [3/7]0 [0 |/
3 (e [24/7[1 [0 [2/7 [4/7[0 [0 |/
0 las | 32/710 [0 [0 [19/71/7 [T [0 [32] —
0 ar 2 0 0 0 1 0 0 1 /

=957 [E [0 [0 [0 | 19/7[6/70 |0
T



Itération 2

C 3 31 210 0 0

X Z1 z9 T2 I3 T4 Ts5 Tg

cg Base | b ar | as | a3 | a4 | a5 | ag | ar
1 as 1710 0 1 8 0 3 0
3 aq 8 1 -1 10 3 0 1 0
0 as 32|10 0 0 19 | 1 7 0
0 ar 2 0 0 0 1 0 0 1
z=41 E |0 0 0 15| 0 6 0

Le critére d’optimalité est vérifié, la solution (21, 22, 2, x3) = (8,0,17,0) est une solution optimale
pour le probléme (2). La solution correspondante pour le probleme (1) est alors

x = (x1,22,23) = (8,17,0) et Z* =41

3. Le Probleéme dual du Probleme (1) s’ecrit sous la forme :

min W = 10y; + Tys 4+ 8ys + 2y4
y1+3y2+yz3 =3
21 —y2 > 1 (5)
y2 +3ys +ys > —2
11 <0, y2€R, y3,44 >0

4. La solution optimale du probléme dual (5) existe puisque le probleme primal (1) possede une solu-
tion optimale finie. Soit y = (y1, y2, y3, ¥4) la solution optimale du probleme (5).

On a la 1°7¢ et la 4°™¢ contrainte du probléme primal (1) ne sont pas saturées, alors la 1¢7¢ et la
4°™m¢ variables duales sont nulles :
y1 =0et yg =0.

Et comme la 1°7¢ et la 2¢™¢ variables du probléme primal (1) & Poptimum sont strictement positives,
alors la 1°7¢ et la 2°¢ contraintes du probleme dual (5) sont saturées. On aura alors le systeme
suivant :
{ y1+3y2+ys =3 ;5{ 3y2 +ys =3 j{ yo =—1
21 —y2 =1 —y2 =1 ys =6

Par conséquent, la solution optimale du probleme dual (5) est :

y = (y1,Y2,Y3,94) = (0,—1,6,0) et W* = 41

Exercice 2 (8 points ) Considérons le probléme linéaire suivant :
max cgasg + c%xN
ABxB+ANxN:b (6)

zp,ry >0

Soit x5 € R3, zx € R, b € R3. La matrice Ap est inversible et vérifie la relation LAg = U,

1 00 1 3 -2
on L= -2 1 0 et U= 0 1 -1 ], 5=(1,-3,2), v¥' =(1,0,1), A% =(1,0,2).
3 21 00 1

1. Montrer que pour la solution réalisable basique associée & la base Ap, on a rp = (3,2,4)7.



2. Montrer que la solution duale associée & la solution précédente est y = (7, —10, —2)7

3. Pour quelles valeurs de ¢y cette solution est-elle optimale ?
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1. On a
AB.’EB:b (7)

En multipliant 'equation (7) par L & gauche, on aura :

LAB.’L‘B =1Lb
=Uxp =Lb
1 3 -2 1 1 00 1
=01 -1 z2 | =] -2 1 0 0
0 0 1 T3 3 21 1
$1+31‘2—2I3:1
= Tog — T3 = —2
Ir3 = 4
xr1 = 3
= To =2
I3 = 4
Par conséquent, xp = (3,2,4)7.
2. On a:
ALy =cp (8)
En posant
LTz = Y 9)

dans I’equation (8), on aura :

ALLT 2 = cp

:>UTz=cB
1 0 0 zZ1 1
= 3 1 o0 2 | = -3
-2 -1 1 23 2
21:1

= 321+ 20 = -3
—221 — 294+ 23 =2

Par conséquent, on aura z7 = (1, -6, —2)7 que I’on remplace dans la relation (9) pour avoir :

n 1 -2 3 1 7
v | =10 1 2 -6 | =1 —-10
Y3 0 0 1 -2 -2

3. Pour que la solution précédente soit optimale, il faut que la relation suivante soit vérifiée :

ALy > cen
7
=(1,0,2) —10 > cN
-2
=cy < 3

N. Khimoum.



